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A΄  Οµάδας 

1.i) 
Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση   f(x) = x3−3x2−9x +11 

Λύση 

Df =ℝ ,     f  συνεχής  σαν πολυωνυµική 
 
f΄(x) = 3x2−6x−9  

f΄(x) = 0    ⇔    3x2−6x−9 = 0   ⇔    x =−1   ή   x = 3 

f΄(x) > 0    ⇔    3x2−6x−9 > 0   ⇔    x <−1   ή   x > 3 
 
f΄΄(x) = 6x−6 

f΄΄(x) = 0     ⇔    6x−6 = 0    ⇔    x = 1 

f΄΄(x) > 0     ⇔    6x−6 > 0    ⇔    x > 1 
 

x
lim f (x)
→+∞

=
x
lim (
→+∞

 x3−3x2−9x+11) = 
x
lim (
→+∞

x3) = + ∞ 

x
lim f (x)
→−∞

=
x
lim (
→−∞

 x3−3x2−9x+11) = 
x
lim (
→−∞

x3) = −∞ 

H  fC   έχει ασύµπτωτες αφού η f είναι πολυωνυµική  βαθµού ≥  2 

 
                           Πίνακας προσήµου και µεταβολών 

 
 

 

 
 
 
 

                                    τ.µέγ                σ.κ                 τ.ελ 
 
                               f(−1) = 16         f(1) = 0         f( 3 ) = −16 
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f΄΄              −                     −        0        +                      +                              
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1.ii) 

Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση   f(x) = 
x 1

x 1

+

−
 

Λύση 

Df = (−∞,  1)∪ (1,  + ∞),      f  συνεχής σαν ρητή  

f΄(x) = 
2

2

(x 1)

−

−
 < 0     για κάθε  x∈ Df 

f΄΄ (x) = 
4

4(x 1)

(x 1)

−

−
 = 

3

4

(x 1)−
 ≠ 0     

f΄΄ (x)  > 0     ⇔    x – 1 > 0     ⇔    x > 1 

x
lim f (x)
→+∞

=
x

x 1
lim

x 1→+∞

+

−
=

x

x
lim

x→+∞
= 1    ⇒   η ευθεία  y = 1 είναι ορ.ασύµπτωτη στο  +∞  

x
lim f (x)
→−∞

=
x

x 1
lim

x 1→−∞

+

−
= 

x

x
lim

x→−∞
=1    ⇒   η ευθεία  y = 1 είναι ορ.ασύµπτωτη στο  –∞  

x 1
lim f (x)

+→
= 

x 1

x 1
lim

x 1+→

+

−
= 

2

0+

 
 
 

= +∞    ⇒   η ευθεία  x = 1 είναι  κατ. ασύµπτωτη 

x 1
lim f (x)

−→
= 

x 1

x 1
lim

x 1−→

+

−
= 

2

0−

 
 
 

= − ∞  

             Πίνακας προσήµου  και µεταβολών 
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f΄              −         ||            –  
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f                         || 
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1.iii) 
Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση   f(x) = x4−2x2 

Λύση 

Df =ℝ ,     f  συνεχής  σαν πολυωνυµική 

f΄(x) = 4x3−4x  

f΄(x) = 0    ⇔   4x3−4 x = 0    ⇔    4x( x2−1) = 0    ⇔    x = 0   ή   x =−1   ή   x = 1 
 
f΄΄(x) = 12x2−4  

f΄΄(x) = 0  ⇔    12x2−4    ⇔    x = 
3

3
  ή    x =−

3

3
   

x
lim f (x)
→+∞

=
x
lim
→+∞

(x4−2x2)= 
x
lim
→+∞

x4 = +∞  

x
lim f (x)
→−∞

=
x
lim
→−∞

(x4−2x2)= 
x
lim
→−∞

x4 = +∞  

                                     Πίνακας  προσήµου και µεταβολών 

                             τ.ελ              σ.κ            τ.µέγ             σ.κ               τ.ελ 

       f(−1) = –1,         f (−
3

3
) = – 

5

9
,     f(0) = 0,     f (

3

3
) = –

5

9
,     f(1) = –1 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 
− ∞              −1             −

3

3
              0               

3

3
                 1              + ∞  

f΄             −       0         +         |        +        0       −         |         −         0        + 

f ΄΄             +        |         +        0       −         |        −        0         +          |        +       

f                                                                                                       
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2.i) 
Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση   f(x) = x + 1

x
 

Λύση 

fD = (− ∞ ,  0)∪ (0,  +∞ ) ,     f  συνεχής σαν ρητή 

f΄(x) = 1−
2

1

x
= 

2

2

x 1

x

−
 

f΄(x) = 0     ⇔       x2−1 = 0    ⇔    x =−1    ή    x = 1 

f΄(x) > 0     ⇔       x2−1 > 0    ⇔    x <−1    ή    x > 1 

f΄΄(x) = 
2

11
x

′ 
− 

 
 =  0 + 

4

2x
x

 =  
3

2

x
 ≠ 0  

f΄΄(x) > 0     ⇔    3x  > 0     ⇔     x > 0 

x
lim f (x)
→+∞

=
x

1
lim (x )

x→+∞
+ = (+∞ ) + 0 = +∞  

x
lim f (x)
→−∞

=
x

1
lim (x )

x→−∞
+ = (− ∞ ) + 0 =− ∞  

x 0
lim f (x)

+→
= 

x 0

1
lim (x )

x+→
+ = 0 + (+∞ ) = +∞      

x 0
lim f (x)

−→
= 

x 0

1
lim (x )

x−→
+ = 0 + (− ∞ ) = − ∞  

Άρα  η ευθεία  x = 0 είναι  κατ. ασύµπτωτη 

λ = 
x

f (x)
lim

x→+∞
=

2x

1
lim (1 )

x→+∞
+ = 1            

β = 
x
lim (f (x) x)
→+∞

− λ = 
x

1
lim (x x)

x→+∞
+ − =

x

1
lim

x→+∞
= 0 

Εποµένως η ευθεία   y = x    είναι πλάγια ασύµπτωτη στο  +∞  
 
                      Πίνακας  προσήµου και µεταβολών 

x − ∞               −1                     0                      1                    + ∞  

f΄               +        0          −         ||           −         0            +  

f ΄΄                 –                   –         ||             +                      +    

f                                                || 

 

                            τ.µέγ                                         τ.ελ 

                       f(−1) =−2                                  f(1) = 2 
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2.ii) 

Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση    f(x)  = 
2x x 2

x 1

− −

−
 

Λύση 

Df = (−∞,  1)∪ (1,  +∞) ,          f  συνεχής σαν ρητή 

f΄(x)  = 
2

2

(2x 1)( x 1) ( x x 2)

( x 1)

− − − − −

−
   

         =  
2 2

2

2x 2x x 1 x x 2
(x 1)

− − + − + +

−
  = 

2

2

x 2x 3

(x 1)

− +

−
 > 0   αφού   ∆ = 4 – 12  = –8 < 0 

f΄΄(x)  =  
2 2

4

(2x 2)(x 1) (x 2x 3)2(x 1)

( x 1)

− − − − + −

−
   

          =  
2 2

4

2(x 1)[( x 1) (x 2x 3)]

( x 1)

− − − − +

−
     

          =  
2 2

4

2(x 1)[ x 2x 1 x 2x 3]

( x 1)

− − + − + −

−
   

          =  
4

2(x 1)( 2)

(x 1)

− −

−
  =  

3

4

(x 1)

−

−
 ≠ 0 

f΄΄(x)  > 0    ⇔     x – 1 < 0      ⇔     x < 1 

x
lim f (x)
→+∞

=
2

x

x x 2
lim

x 1→+∞

− −

−
= 

2

x

x
lim

x→+∞
=

x
lim x
→+∞

= +∞  

x
lim f (x)
→−∞

=
2

x

x x 2
lim

x 1→−∞

− −

−
= 

2

x

x
lim

x→−∞
=

x
lim x
→−∞

= −∞  

x 1
lim f (x)

+→
= 

2

x 1

x x 2
lim

x 1+→

− −

−
= 

2

0+

− 
 
 

= − ∞  

x 1
lim f (x)

−→
=

2

x 1

x x 2
lim

x 1−→

− −

−
= 

2

0−

− 
 
 

=  +∞  

Άρα η ευθεία  x = 1  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη.  

λ = 
x

f (x)
lim

x→+∞
=

2

2x

x x 2
lim

x x→+∞

− −

−
= 1 

β =
x
lim (f (x) x)
→+∞

− λ = 
2

x

x x 2
lim ( x)

x 1→+∞

− −
−

−
 

                              = 
2 2

x

x x 2 x x
lim

x 1→+∞

− − − +

−
 =  

x

2
lim

x 1→+∞

−

−
 = 0 

Εποµένως η ευθεία   y = x   είναι πλάγια ασύµπτωτη στο  +∞ 
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Οµοίως, η ευθεία   y = x   είναι πλάγια ασύµπτωτη στο  –∞ 
 
            Πίνακας  προσήµου και µεταβολών 

 

 

 

 
 

 

   

 
 
3. 
Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση     
f(x)  = x + ηµx    στο διάστηµα   [−π, π] 

Λύση 

Η  f  είναι συνεχής σαν άθροισµα  συνεχών  

f ΄(x) = 1 + συνx  

f ΄(x) = 0   ⇔    1 + συνx = 0    ⇔   συνx = –1      ⇔     x =−π    ή   x = π 

f ΄(x) > 0   ⇔    1 + συνx > 0    ⇔   συνx > –1      ⇔     –π < x < π    

f΄΄ (x) = −ηµx  

f΄΄ (x) = 0   ⇔   ηµx = 0    ⇔      x = –π   ή     x = 0     ή      x = π 

f΄΄ (x) > 0   ⇔   ηµx < 0    ⇔      –π < x < π    

f( −π ) = −π    

f(π) = π   

      Πίνακας προσήµου και µεταβολών  

 

 

 

 
 
 
 

              ελ.               σ.κ                  µέγ 
   f(−π ) = −π          f(0) = 0            f(π) = π   

 

 

x − ∞                   1                  +∞  

f΄               +         ||          +   

f΄΄               +         ||         −                                        

f                          || 

                                

x −π                0                      π 

f΄   0       +                  +           0 

f ΄΄    0       +        0        −           0                                                   

f                                              

    


